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標本調査（309のスライドより）
標本調査: 母集団（調査の対象全体）を全数調査することが難しい場合，一部を無作
為に抽出し（標本），全体を推測する．
• 母集団の情報:
母平均 µ，母標準偏差 σ

I 直接の把握は困難
• 標本の情報:
標本平均 X，標本標準偏差 σ(X)

I 調査によって把握可能
I 抽出した標本によって，値が揺れる← Xや σ(X)もまた確率変数！

把握可能な X，σ(X)から母集団の分布の情報 µや σを推測する．

※今回は，母集団が平均 µ，標準偏差 σの正規分布 N(µ, σ)に従うものとする．
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標本平均の平均と標準偏差

X1, X2, . . . , Xn ∼ N(µ, σ2)（n個の標本を無作為に抽出した）のとき，標本平均
Xn =

1
n
(X1 + X2 + · · ·+ Xn)の平均 E(Xn)と標準偏差 σ(Xn)について，調べよう．

E(Xn) = E
(

1
n
(X1 + · · ·+ Xn)

)
=

1
n
(E(X1) + · · ·+ E(Xn)) =

nµ

n
= µ,

V(Xn) = V
(

1
n
(X1 + · · ·+ Xn)

)
=

1
n2 (V(X1) + · · ·+ V(Xn)) =

nσ2

n2 =
σ2

n
.

(∵ X1, . . . , Xnは独立であると仮定した．)

上の計算は，Xiたちが同一の分布に従うならばいつでも正しい．
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さらに，正規分布は再生性（後述）をもつため，Xnも正規分布に従う．

標本平均の分布
N(µ, σ2)に従う大きさ nの無作為標本の標本平均は，平均 µ，標準偏差 σ√

n の正規分

布 N
(

µ, σ2

n

)
に従う: Xn ∼ N

(
µ, σ2

n

)
．

e.g. 母平均 50，母標準偏差 10をもつ小集団から，大きさ 100の標本を無作為抽出す
るとき，その標本平均 Xが 52より大きい値をとる確率を求めよう（問 25）．
Xは平均 50，標準偏差 10√

100
= 1の正規分布に従う．その標準化 Z = X−50

1 = X− 50は標準
正規分布に従うから

P(X = 52) = P(Z = 2) = 0.5− 0.4772 = 0.0228

により，およそ 2.3%である．
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標本分散について
母平均が既知のとき，「標本分散」Sn

2 = 1
n ∑n

i=1(Xi − µ)2の平均は

E(Sn
2) = E

(
1
n

n

∑
i=1

(Xi − µ)2

)
=

1
n

n

∑
i=1

E
(
(Xi − µ)2

)
=

1
n

n

∑
i=1

V(Xi) = σ2

より，E(Sn
2) = σ2である．しかし，標本調査において，母平均 µの値が既知である

ことは稀である．そこで，母平均 µを標本平均 X = 1
n ∑n

i=1 Xiに置き換えた

S2 = Sn
2 =

1
n

n

∑
i=1

(Xi − Xn)
2

を，標本分散として扱う．
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標本分散について
母平均が既知のとき，「標本分散」Sn

2 = 1
n ∑n

i=1(Xi − µ)2の平均は

E(Sn
2) = E

(
1
n

n

∑
i=1

(Xi − µ)2

)
=

1
n

n

∑
i=1

E
(
(Xi − µ)2

)
=

1
n

n

∑
i=1

V(Xi) = σ2

より，E(Sn
2) = σ2である．しかし，標本調査において，母平均 µの値が既知である

ことは稀である．そこで，母平均 µを標本平均 X = 1
n ∑n

i=1 Xiに置き換えた

S2 = Sn
2 =

1
n

n

∑
i=1

(Xi − Xn)
2

を，標本分散として扱いたいところであるが，実はこの Sでは E(S2) = n−1
n σ2と過

小評価してしまう．特に，あまり大きくない標本（n < 100程度）においては影響が
無視できない．
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標本から母分散に近い値を取り出すためには，さらに式に修正を加えて

Ŝ2 = Ŝ2
n =

1
n− 1

n

∑
i=1

(Xi − Xn)
2

を標本分散として扱えばよい．Ŝ2を標本不偏分散という．Ŝ2は E(Ŝ2) = σ2を満
たす．

※標本不偏分散が nでなく n− 1で割られているのは，2乗和 ∑n
i=1(Xi − X)2 の式において，固定さ

れた Xの下で X1, . . . , Xn のうち n− 1個の値が決まれば，残り 1個の Xi の値は，条件式
X = 1

n ∑n
i=1 Xi への束縛により決まってしまう（「自由度が n− 1」という）ことに由来する．

※統計量 θ（e.g.母平均，母分散など母集団のもつパラメタ）とその標本推定量 T（e.g.標本平均，標
本分散などの確率変数）に対し，E(T) = θが成り立つとき，その標本推定量は不偏推定量であると
いう．不偏推定量は，統計量の付近に分布することが期待されるため，標本から母集団を推測するの
に都合がよい．統計的推定については，次回詳しく扱う．
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自由度

n個の変数 x1, x2, . . . , xnに k個の関係式からなる「系（system）」

F1(x1, x2, . . . , xn) = 0
F2(x1, x2, . . . , xn) = 0

...
Fk(x1, x2, . . . , xn) = 0

が与えられると，（特殊な場合を除き）自由に値を設定できる変数は n− k個である．
このとき，系の自由度は n− kであるという．
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χ2分布

Z1, Z2, . . . , Znが標準正規分布 N(0, 1)に従う独立
な確率変数であるとき，確率変数

Y = Z1
2 + Z2

2 + · · ·+ Zn
2

の従う分布のことを，自由度 nの χ2（カイ自乗）
分布といい，χ2

nで表す．
※ガンマ分布の式をよく見れば，Zi

2 ∼ GA

(
1
2 , 2
)
であるこ

とが分かる（詳細は後述）．また，ガンマ分布は再生性をも
つので，χ2

n = GA
( n

2 , 2
)
である．

ガンマ分布 GA(α, β)の確率密度関数:

f (x) =
1

Γ(α) · βα
xα−1e−

x
β

x

y

O

y =
1

Γ
(

1
2

)
· 2 1

2

x
1
2−1e−

x
2

χ2
1 の分布
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以降は補足と発展的な話題
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Z ∼ N(0, 1)のときZ2 ∼ GA
(1

2, 2
)
であることについて

置換積分の技術（数学Ⅲ）を援用すると，分布関数の比較により証明できる．

P(Z2 5 u) = P(−
√

u 5 Z 5
√

u)

=
∫ √u

−
√

u

1√
2π

exp
(
−x2

2

)
dx = 2

∫ √u

0

1√
2π

exp
(
−x2

2

)
dx

= 2
∫ u

0

1√
2π

exp
(
−y

2

)
· dy

2
√

y
=

1√
2π

∫ u

0
y−

1
2 e−

y
2 dy

=
∫ u

0

1

Γ
(

1
2

)
· 2 1

2

y
1
2−1e−

y
2 dy (∵ Γ

(
1
2

)
=
√

π)

これは，ガンマ関数の分布関数を与えている．
なお，途中で y = x2として置換積分を行っている．このとき，0 5 x 5

√
uにおい

て， dy
dx = 2xにより dx = dy

2
√

y である．
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標本不偏分散の自由度について（再訪）
正規分布に従う標本 X1, . . . , Xn ∼ N(µ, σ)について，S2 = 1

n ∑n
i=1(Xi − X)2を考え

る．標準化Yi =
Xi−µ

σ を行うと，Y1, . . . , Yn ∼ N(0, 1)であり，

nS2

σ2 =
n

∑
i=1

(
Xi − µ

σ
− X− µ

σ

)2

=
n

∑
i=1

(
Xi − µ

σ

)2

− 2
n

∑
i=1

Xi − µ

σ
· X− µ

σ
+

n

∑
i=1

(
X− µ

σ

)2

=
n

∑
i=1

Yi
2 − n

(
X− µ

σ

)2

(∵ X1 + · · ·+ Xn = nX)

が成り立つ．次のような変数変換 (Y1, . . . , Yn)↔ (Z1, . . . , Zn)を行う．
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Z1 =
Y1√

n
+

Y2√
n
+ · · ·+ Yn√

n

Z2 =
Y1√
1 · 2
− 1 ·Y2√

1 · 2

Z3 =
Y1√
2 · 3

+
Y2√
2 · 3
− 2 ·Y3√

2 · 3
...

Zn =
Y1√

(n− 1)n
+ · · ·+ Yn−1√

(n− 1)n
− (n− 1)Yn√

(n− 1)n

この変換は，次を満たす．
n

∑
i=1

Yi
2 =

n

∑
i=1

Zi
2, Z1 =

1√
n

n

∑
i=1

Yi =

√
n(X− µ)

σ
∼ N(0, 1), Z2, . . . , Zn ∼ N(0, 1)
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よって，

nS2

σ2 =
n

∑
i=1

Yi
2 − n

(
X− µ

σ

)2

=
n

∑
i=1

Zi
2 − Z1

2 =
n

∑
i=2

Zi
2

この計算結果は，nS2

σ2 = ∑i(Xi − X)2が自由度 n− 1の χ2分布に従うことを示して
いる．※変数変換 (Y1, . . . , Yn)↔ (Z1, . . . , Zn)はいわゆる直交変換である．行列計算を行うと，見
通しがよくなる．
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再生性

二項分布，正規分布，ガンマ分布などは，以下の性質をもつことが知られている．

X ∼ B(m, p), Y ∼ B(n, p) ⇒ X + Y ∼ B(m + n, p)

X ∼ N(µ1, σ1
2), Y ∼ N(µ2, σ2

2) ⇒ X + Y ∼ N(µ1 + µ2, σ1
2 + σ2

2)

X ∼ GA(α1, β), Y ∼ GA(α2, β) ⇒ X + Y ∼ GA(α1 + α2, β)

これらのように，同種の確率分布に従う 2変数について，その和も同種の確率分布
に従うとき，その確率分布族（一連の確率分布の集まり）は再生性をもつという．
上記のことから，二項分布，正規分布，ガンマ分布は再生性をもつ．証明には，畳み
込みなどの高度な積分技術が必要であるため，ここでは省略する．

NAKADA Masayuki (KUSS) DS Ⅰ November 2, 2021 14 / 14


