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Dualiza4on	
  problem	
  

	
  　         Input:	
  	
  a	
  tautology-­‐free	
  CNF	
  formula	
  φ	
  

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  Output:	
  	
  an	
  irredundant	
  prime	
  CNF	
  formula	
  ψ	
  s.t.	
  	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  ψ	
  is	
  logically	
  equivalent	
  to	
  the	
  dual	
  φd	
  

	
  φd	
  	
  	
  =	
  	
  x2	
  ∨	
  (	
  x1	
  ∧	
  x2	
  )	
  ∨	
  (	
  ¬x2	
  ∧	
  x3	
  )	
  	
  	
  [The	
  dual	
  of	
  φ]	
  

ψ2	
  =	
  	
  (	
  x2∨x1∨¬x2	
  )	
  ∧	
  (	
  x2∨x1∨x3	
  )	
  ∧	
  (	
  x2∨¬x2	
  )	
  ∧	
  (	
  x2∨x3	
  )	
  

ψ3	
  =	
  	
  (	
  x2∨x1∨¬x2	
  )	
  ∧	
  (	
  x2∨x1∨x3	
  )	
  ∧	
  (	
  x2∨¬x2	
  )	
  ∧	
  (	
  x2∨x3	
  )	
  

　　　φ	
  =	
  	
  x2	
  ∧	
  (	
  x1	
  ∨	
  x2	
  )	
  ∧	
  (	
  ¬x2	
  ∨	
  x3	
  )	
  	
  

ψ1	
  =	
  	
  (	
  x2∨x1∨¬x2	
  )	
  ∧	
  (	
  x2∨x1∨x3	
  )	
  ∧	
  (	
  x2∨¬x2	
  )	
  ∧	
  (	
  x2∨x3	
  )	
  

ConverJng	
  DNF	
  to	
  CNF	




Terminologies	
  
–  φ	
  is	
  a	
  prime	
  CNF	
  (resp.	
  DNF)	
  iff	
  

there	
  is	
  no	
  literal	
  	
  l	
  	
  of	
  a	
  clause	
  	
  (resp.	
  term)	
  	
  C	
  	
  in	
  	
  φ	
  	
  s.t.	
  

φ	
  	
  ≡	
  	
  (	
  φ	
  	
  –	
  	
  {	
  C	
  }	
  )	
  ∪	
  {	
  C	
  	
  –	
  	
  {	
  	
  l	
  	
  }	
  }.	
  

–  φ	
  is	
  an	
  irredundant	
  CNF	
  (resp.	
  DNF)	
  iff	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  there	
  is	
  no	
  clause	
  C	
  	
  (resp.	
  term)	
  	
  in	
  	
  φ	
  	
  	
  s.t.	
  

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  φ	
  	
  	
  ≡	
  	
  φ	
  	
  	
  –	
  	
  {	
  	
  C	
  	
  }.	
  

•  Example	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  Let	
  φ1	
  and	
  φ2	
  be	
  the	
  following	
  CNF	
  formulas:	
  	
  	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  φ1	
  	
  =	
  	
  (	
  a	
  ∨	
  b	
  )	
  ∧	
  (	
  c	
  ∨	
  ¬b	
  )	
  ∧	
  (	
  a	
  ∨	
  c	
  ),	
  

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  φ2	
  	
  =	
  	
  (	
  a	
  ∨	
  b	
  )	
  ∧	
  (	
  a	
  ∨	
  ¬b	
  ).	
  

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  φ1	
  	
  is	
  redundant	
  but	
  prime.	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  φ2	
  	
  	
  is	
  non-­‐prime	
  but	
  irredundant.	
  



Problem	
  difficulty	
  	
  	


•  Task:	
  DNF-­‐CNF	
  conversion	
  
Ex)	
  CNF	
  ⇒	
  a	
  prime	
  irredundant	
  DNF:	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  Enumera,ng	
  the	
  most	
  compact	
  models	
  	
  
–  	
  Harder	
  than	
  SAT	
  problems	
  

–  	
  CharacterisJc	
  sub-­‐classes	
  have	
  been	
  much	
  focused	
  

•  	
  Monotone	
  dualizaJon	
  
–  	
  Targets:	
  monotone	
  Boolean	
  funcJons	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  (	
  i.e.,	
  no	
  negaJons	
  occur	
  in	
  their	
  formulas	
  )	
  	
  

–  	
  Equivalent	
  to	
  the	
  minimal	
  hi2ng	
  set	
  enumera,on	
  	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  and	
  the	
  transversal	
  hypergraph	
  computaJon	
  
–  	
  Tractability	
  w.r.t.	
  polynomial	
  Jme:	
  unknown	
  
	
  



Applica4ons	
  of	
  dualiza4on	

•  	
  	
  Learning	
  from	
  interpreta4ons:	
  

used	
  for	
  seeking	
  underlying	
  concept	
  (CNF)	
  behind	
  the	
  models	
  (DNF)	
  
[L.	
  DeRaedt,	
  97]	
  

•  Learning	
  from	
  entailment:	
  
used	
  in	
  several	
  procedures	
  based	
  on	
  inverse	
  entailment,	
  
like	
  CF-­‐inducJon	
  [K.	
  Inoue,	
  04;	
  Y.	
  Yamamoto,	
  11]	
  and	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  Residue	
  procedure	
  [A.	
  Yamamoto,	
  03]	
  

	
  
Ex)	
  Suppose	
  that	
  a	
  set	
  of	
  models	
  M	
  are	
  given:	
  

M	
  =	
  {	
  (bird∧normal∧flies),	
  (¬flies∧¬normal),	
  (¬flies∧¬bird)	
  }.	
  

By	
  dualizing	
  M,	
  we	
  have	
  the	
  following	
  CNF	
  formula:	
  

H	
  =	
  	
  (bird∨¬flies)∧(normal∨¬flies)∧	
  (flies∨¬normal∨¬bird).	
  



MD	
  vs.	
  NMD	
  (1/2)	

•  Monotone	
  dualizaJon	
  (MD):	
  	


−	
  	
  Solvable	
  in	
  quasi-­‐polynomial	
  total	
  Jme	
  [Fredman&Khchiyan	
  96’]	
  

−	
  	
  Outputs	
  contain	
  no	
  tautologies	
  and	
  resolvents	
  	
  

•  Non-­‐monotone	
  dualizaJon	
  (NMD):	
  	
  
	
  −	
  	
  NP-­‐hard	
  	
  
	
  −	
  	
  Outputs	
  can	
  contain	
  tautologies	
  and	
  resolvents	
  

Ex)	
  Let	
  a	
  CNF	
  φ	
  	
  =	
  	
  (	
  x1	
  ∨	
  x2	
  )	
  ∧	
  (	
  ¬x2	
  ∨	
  x3	
  ).	
  	
  

By	
  treaJng	
  negated	
  variables	
  as	
  regular	
  variables,	
  we	
  can	
  

apply	
  MD	
  to	
  φ,	
  	
  which	
  yields	
  the	
  following	
  CNF:	
  

ψ　=　(	
  x1∨¬x2	
  )	
  ∧	
  (	
  x1∨x3	
  )	
  ∧	
  (	
  x2∨¬x2	
  )	
  ∧	
  (	
  x2∨x3	
  )	
  

⇒	
  It	
  is	
  not	
  straighkorward	
  to	
  use	
  MD	
  for	
  NMD	
  computaJon	
  

	
  



MD	
  vs.	
  NMD	
  (2/2)	

•  Monotone	
  dualizaJon	
  (MD):	
  	


−	
  	
  The	
  output	
  of	
  MD	
  is	
  unique	
  

•  Non-­‐monotone	
  dualizaJon	
  (NMD):	
  	
  
	
  −	
  	
  The	
  output	
  of	
  NMD	
  is	
  not	
  necessarily	
  unique	
  	
  

	
  	
  	
  	
  
Ex)	
  Let	
  a	
  CNF	
  	
  φ	
  	
  =	
  	
  (	
  x1	
  ∨	
  ¬x2	
  ∨	
  ¬x3	
  )	
  ∧	
  (	
  ¬x1	
  ∨	
  x2	
  ∨	
  x3	
  ).	
  

By	
  treaJng	
  negated	
  variables	
  as	
  regular	
  variables,	
  we	
  can	
  apply	
  
MD	
  to	
  φ,	
  	
  which	
  yields	
  the	
  following	
  CNF:	
  

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  (	
  x1∨	
  x2)∧(¬x2∨x3)∧(¬x1∨¬x3)∧(x1∨x3)∧(¬x1∨¬x2)∧(¬x3∨x2).	
  

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  ψ1	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  　　 ψ2	
  

⇒	
  	
  Both	
  ψ1	
  and	
  ψ2	
  	
  are	
  equivalent	
  and	
  prime	
  irredundant	
  CNF	
  



NMD	
  via	
  MD	
  [Y.	
  Yamamoto,	
  2012]	


InvesJgaJng	
  NMD	
  in	
  the	
  point	
  of	
  MD	
  computaJon	
  

•  Main	
  result:	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  

	
  	
  	
  	
  NMD	
  problem	
  can	
  be	
  reduced	
  into	
  two	
  MD	
  problems	
  

	
  
Key	
  idea:	
  adding	
  tautologies	
  to	
  the	
  input	
  in	
  advance	
  
	
  

	
  



Key	
  no4ons	


•  MD(φ)	
  :	
  	
  	
  the	
  CNF	
  obtained	
  by	
  applying	
  MD	
  to	
  φ	
  
•  τ(φ)	
  :	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  the	
  CNF	
  obtained	
  by	
  removing	
  the	
  tautologies	
  in	
  φ	
  

•  Taut(φ)	
  :	
  	
  the	
  CNF	
  (	
  l1,	
  ∨	
  ¬l1	
  	
  )	
  ∧・・・∧	
  	
  (	
  ln	
  	
  ∨	
  ¬ln	
  )	
  where	
  
　	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  li	
  and	
  	
  ¬li	
  	
  (1	
  	
  ≦	
  	
  i	
  	
  ≦	
  n)	
  	
  are	
  complementary	
  literals	
  in	
  φ.	
  

	
  	
  	
  	
  	
  Ex)	
  Let	
  a	
  CNF	
  φ	
  	
  =	
  {	
  {a,	
  b},	
  {¬a,	
  c}	
  }.	
  Then,	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  MD(φ)	
  =	
  	
  {	
  {a,	
  ¬a},	
  {a,	
  c},	
  {b,	
  ¬a},	
  {b,	
  c}	
  },	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  τ(MD(φ))	
  =	
  	
  {	
  {a,	
  c},	
  {b,	
  ¬a},	
  {b,	
  c}	
  },	
  

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  Taut(φ)	
  =	
  	
  {	
  {a,	
  ¬a}	
  }.	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  MD(φ	
  ∪	
  Taut(φ))	
  =	
  {	
  {a,	
  ¬a},	
  {a,	
  c},	
  {b,	
  ¬a}	
  },	
  

	
  τ(MD(φ	
  ∪	
  Taut(φ)))	
  =	
  {	
  {a,	
  c},	
  {b,	
  ¬a}	
  }.	
  

	


Redundant	
  
clauses	
  are	
  
removed	




Main	
  theorem	


	
  ψ	
  is	
  an	
  irredundant	
  prime	
  CNF	
  of	
  φd　⇔　ψ	
  saJsfies	
  

　	
  	
  	
  	
  1.	
  	
  	
  ψ	
  ⊆	
  	
  τ(	
  MD(φ)	
  )	
  	
  

	
  	
  	
  2-­‐1.	
  	
  	
  ψ	
  　　	
  τ(	
  MD(φ	
  ∪	
  Taut(φ))	
  )	
  	
  

	
  	
  	
  2-­‐2.	
  ∀C	
  ∈ψ,	
  ψ	
  -­‐	
  {C	
  }	
  　　	
  τ(	
  MD(φ	
  ∪	
  Taut(φ))	
  )	
  

!
!

1:	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  Every	
  clause	
  in	
  ψ	
  is	
  prime	
  implicate	
  of	
  φd	
  
	
  
2-­‐1:	
  	
  	
  Every	
  clause	
  in	
  the	
  Bonom	
  theory	
  is	
  subsumed	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  by	
  some	
  clause	
  in	
  ψ	
  
2-­‐2:	
  	
  	
  Every	
  clause	
  in	
  ψ	
  	
  uniquely	
  subsumes	
  some	
  clause	
  	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  in	
  the	
  Bonom	
  theory	


	
  We	
  call	
  it	
  ``Bonom	
  theory’’	
  	




Ex)	


	
  {	
  x1,	
  x2}	
  	
   	
  {	
  x1,	
  x3}	
  	
   {	
  ¬x2,	
  ¬x1	
  }	
  {	
  ¬x2	
  ,	
  x3}	
   {	
  ¬x3	
  ,	
  x2}	
  

Bonom	
  theory	
  :	
  	
  τ(	
  M(φ	
  ∪	
  Taut(φ))	
  )	
  

	
  {	
  x1,x2,x3}	
  	
  	
  {	
  x1,x2,¬x3}	
  	
  	
  {	
  x1,x３,¬x2}	
  	
  	
  {	
  ¬x2,¬x1,	
  x３}	
  	
   	
  {	
  ¬x2,¬x1,	
  ¬x３}	
  	
  

{	
  ¬x3,	
  ¬x1	
  }	
  

	
  {x2,¬x3,	
  ¬x1}	
  	
  

Recall	
  the	
  CNF	
  φ	
  =	
  {	
  {x1,	
  ¬x2,	
  ¬x3},	
  	
  {¬x1,	
  x2,	
  	
  x3}	
  }.	
  

τ(	
  M(	
  φ	
  )	
  )	


ψ1	
   ψ2	
  

Find	
  a	
  minimal	
  set	
  covering	
  wrt	
  Bonom	
  theory	




	
  C1	
  	
   C4	
   C5	
  C3	
   C6	
  

	
  {	
  C1,	
  C4	
  }	
  	
   	
  {	
  C1,	
  C6	
  }	
  	
   	
  {	
  C3,	
  C6}	
  	
   	
  {	
  C3,	
  	
  C5}	
  	
   	
  {	
  C2,	
  	
  C5}	
  	
  

C2	
  

	
  {C2,	
  	
  C6}	
  	
  

τ(	
  M(	
  φ	
  )	
  )	


There	
  are	
  4	
  minimal	
  set	
  coverings:	
  
	
  {C1,	
  C2,	
  C3},	
  {C4,	
  C5,	
  C6},	
  

{C1,	
  C3,	
  C5,	
  C6},	
  {C2,	
  C3,	
  C4,	
  C6}	
  

Ex)	
Recall	
  the	
  CNF	
  φ	
  =	
  {	
  {x1,	
  ¬x2,	
  ¬x3},	
  	
  {¬x1,	
  x2,	
  	
  x3}	
  }.	
  

Bonom	
  theory	
  :	
  	
  τ(	
  M(φ	
  ∪	
  Taut(φ))	
  )	
  



Our	
  approach	
  	


Stage	
  1.	
  CompuJng	
  the	
  Bonom	
  theory	
  by	
  MD	
  
–  τ(	
  M(	
  φ	
  )	
  )	
  and	
  τ(	
  MD(φ	
  ∪	
  Taut(φ))	
  )	
  are	
  obtained	
  
	
  

	


	




Our	
  approach	
  	


Stage	
  1.	
  CompuJng	
  the	
  bonom	
  theory	
  by	
  MD	
  
–  τ(	
  M(	
  φ	
  )	
  )	
  and	
  τ(	
  MD(φ	
  ∪	
  Taut(φ))	
  )	
  are	
  obtained	
  

Stage	
  2.	
  CreaJng	
  the	
  minimal	
  set	
  covering 	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  problem	
  (MSC)	
  using	
  the	
  bonom	
  theory	
  

	
  

	


	




Our	
  approach	
  	


Stage	
  1.	
  CompuJng	
  the	
  bonom	
  theory	
  by	
  MD	
  
–  τ(	
  M(	
  φ	
  )	
  )	
  and	
  τ(	
  MD(φ	
  ∪	
  Taut(φ))	
  )	
  are	
  obtained	
  

Stage	
  2.	
  CreaJng	
  the	
  minimal	
  set	
  covering 	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  problem	
  (MSC)	
  using	
  the	
  bonom	
  theory	
  
Stage	
  3.	
  CompuJng	
  a	
  MHS	
  of	
  MSC	
  by	
  MD	
  

	
  

	


	




Our	
  approach	
  	


Stage	
  1.	
  CompuJng	
  the	
  bonom	
  theory	
  by	
  MD	
  
–  τ(	
  M(	
  φ	
  )	
  )	
  and	
  τ(	
  MD(φ	
  ∪	
  Taut(φ))	
  )	
  are	
  obtained	
  

Stage	
  2.	
  CreaJng	
  the	
  minimal	
  minimal	
  set	
  covering	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  problem	
  (MSC)	
  using	
  the	
  bonom	
  theory	
  
Stage	
  3.	
  CompuJng	
  a	
  MHS	
  of	
  MSC	
  by	
  MD	
  

	
  

	


	


We	
  can	
  use	
  state-­‐of-­‐the-­‐art	
  MD	
  methods	
  
– 	
  EnumeraJon-­‐tree	
  based	
  method	
  [Uno	
  02’]	
  	
  

– 	
  BDD/ZDD	
  based	
  method	
  [Toda	
  13’]	
  



Enumera4on	
  tree	
  based	
  method	
  [Uno,	
  02’]	
  

■  Based	
  on	
  the	
  principle	
  of	
  reverse	
  search	
  
■  Introducing	
  a	
  relevant	
  relaJon,	
  called	
  a	
  parent-­‐child	
  
rela4onship	
  in	
  the	
  soluJon	
  space	
  

● No	
  ancestor	
  soluJons	
  on	
  the	
  relaJonship	
  that	
  is	
  equal	
  to	
  
the	
  original	
  soluJon	
  

● This	
  relaJonship	
  is	
  used	
  to	
  induce	
  a	
  search	
  tree,	
  called	
  
enumera4on	
  tree	
  	
  

■ Using	
  an	
  enumeraJon	
  tree,	
  we	
  search	
  	
  

all	
  the	
  soluJons	
  with	
  the	
  depth-­‐first	
  strategy	
  



Example	
  

□	
  

(1,	
  {a})	
   (1,	
  {b})	
  

(2,	
  {a})	
  

(3,	
  {a,	
  b})	
   (3,	
  {a,	
  c})	
   (3,	
  {a,	
  d})	
   (2,	
  {b,	
  c})	
  

Let	
  F3	
  the	
  family	
  {	
  {a,	
  b},	
  {a,	
  c},	
  {b,	
  c,	
  d}	
  }.	
  	
  
Then,	
  the	
  enumeraJon	
  tree	
  is	
  as	
  follows:	
  

(2,	
  {b,	
  c})	
  

{a}	
  



BDD/ZDD	
  based	
  method	
  [Toda	
  &	
  Minato	
  13’]	


ConsisJng	
  4	
  procedures	
  each	
  of	
  which	
  is	
  done	
  in	
  BDD/ZDD	
  

	
  1.	
  Compute	
  a	
  ZDD	
  p	
  that	
  corresponds	
  to	
  a	
  set	
  family	
  F	
  ;	
  

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  (using	
  Toda’s	
  fast	
  construcJon	
  algorithm)	
  
	
  2.	
  Compute	
  a	
  BDD	
  q	
  that	
  corresponds	
  to	
  the	
  HSs	
  of	
  S(p),	
  

	
   	
  where	
  S(p)	
  is	
  the	
  set	
  family	
  corresponding	
  to	
  p;	
  
	
  3.	
  Compute	
  a	
  ZDD	
  r	
  that	
  corresponds	
  to	
  the	
  MHSs	
  of	
  S(q);	
  
	
  4.	
  Output	
  the	
  S(r)	
  by	
  exporJng	
  the	
  ZDD	
  r	
  .	
  



BDD/ZDD	
  based	
  method	
  [Toda	
  &	
  Minato	
  13’]	


ConsisJng	
  4	
  procedures	
  each	
  of	
  which	
  is	
  done	
  in	
  BDD/ZDD	
  

	
  1.	
  Compute	
  a	
  ZDD	
  p	
  that	
  corresponds	
  to	
  a	
  set	
  family	
  F	
  ;	
  

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  (using	
  Toda’s	
  fast	
  construcJon	
  algorithm)	
  
	
  2.	
  Compute	
  a	
  BDD	
  q	
  that	
  corresponds	
  to	
  the	
  HSs	
  of	
  S(p),	
  

	
   	
  where	
  S(p)	
  is	
  the	
  set	
  family	
  corresponding	
  to	
  p;	
  
	
  3.	
  Compute	
  a	
  ZDD	
  r	
  that	
  corresponds	
  to	
  the	
  MHSs	
  of	
  S(q);	
  
	
  4.	
  Output	
  the	
  S(r)	
  by	
  exporJng	
  the	
  ZDD	
  r	
  .	
  



Example	


•  Let	
  F3	
  the	
  family	
  {	
  {a,	
  b},	
  {a,	
  c},	
  {b,	
  c,	
  d}	
  }.	
  	
  
1.	
  Compute	
  a	
  ZDD	
  r	
  from	
  F3	
  	
  as	
  follows:	
  
	


Assume	
  that	
  every	
  set	
  is	
  listed	
  by	
  	
  
the	
  alphabeJcal	
  order	
  	




Example	


•  Let	
  F3	
  the	
  family	
  {	
  {a,	
  b},	
  {a,	
  c},	
  {b,	
  c,	
  d}	
  }.	
  	
  
1.	
  Compute	
  a	
  ZDD	
  r	
  from	
  F3	
  	
  as	
  follows:	
  
	
 a	
 ph	
  =	
  {{b},	
  {c}}	


Assume	
  that	
  every	
  set	
  is	
  listed	
  by	
  	
  
the	
  alphabeJcal	
  order	
  	


pl	
  =	
  {{c}}	

b	


ph	
  =	
  {{}}	

c	


pl	
  =	
  {{b,c,d}}	


b	

c	


d	




Example	


•  Let	
  F3	
  the	
  family	
  {	
  {a,	
  b},	
  {a,	
  c},	
  {b,	
  c,	
  d}	
  }.	
  	
  
2.	
  Compute	
  a	
  BDD	
  q	
  corresponding	
  to	
  the	
  HSs	
  of	
  S(p)	


a	
 ph	
  =	
  {{b},	
  {c}}	


Assume	
  that	
  every	
  set	
  is	
  listed	
  by	
  	
  
the	
  alphabeJcal	
  order	
  	


pl	
  =	
  {{c}}	

b	


ph	
  =	
  {{}}	

c	


pl	
  =	
  {{b,c,d}}	


b	

c	


d	




Example	


•  Let	
  F3	
  the	
  family	
  {	
  {a,	
  b},	
  {a,	
  c},	
  {b,	
  c,	
  d}	
  }.	
  	
  
2.	
  Compute	
  a	
  BDD	
  q	
  corresponding	
  to	
  the	
  HSs	
  of	
  S(p)	


a	
 ph	
  =	
  {{b},	
  {c}}	


Assume	
  that	
  every	
  set	
  is	
  listed	
  by	
  	
  
the	
  alphabeJcal	
  order	
  	


pl	
  =	
  {{b,c,d}}	


①	
  	
  E	
  is	
  a	
  HS	
  of	
  F3	
  
if	
  	
  a	
  ∈	
  E	
  	
  	
  and	
  
	
  	
  	
  	
  E	
  ∈	
  HIT(pl)	
  	
  
	
  	
  	
  	


②	
  	
  E	
  is	
  a	
  HS	
  of	
  F3	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  if	
  E	
  ∈HIT(pl)	
  ∪	
  

	
   	
  	
  	
  	
  	
  HIT(ph)	
  	
  

HIT(ph)	
  	
HIT(pl)	
  	




Available	
  packages	


•  Uno’s	
  method	
  
–  	
  SHD3.1	
  (C	
  code)	
  by	
  Murakami	
  and	
  Uno,	
  2013	
  
–  	
  A	
  local	
  one	
  (Java	
  code)	
  by	
  Nabeshima,	
  2009	
  

Note:	
  the	
  second	
  one	
  has	
  been	
  embedded	
  into	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  CF-­‐inducJon	
  (our	
  InducJve	
  learning	
  system)	
  	
  

•  Toda’s	
  method	
  

–  	
  HTC-­‐BDD	
  v1.0.0	
  (C	
  code)	
  by	
  Toda,	
  2013	
  
Note:	
  using	
  BDD	
  Package	
  SAPPRO-­‐EdiJon-­‐1.0	
  



Preliminary	
  experiments	
  for	
  comparisons	


•  Empirical	
  evaluaJon	
  of	
  the	
  two	
  methods	
  wrt	
  
–	
  	
  the	
  scalability	
  and	
  speed	
  using…	
  

•  Randomly	
  generated	
  one	
  CNF	
  problem	
  with	
  3	
  parameters:	
  
–  Num.	
  of	
  variables:	
  v	
  ∈	
  {	
  5,	
  6,	
  …,	
  30	
  }	
  

–  RaJo	
  of	
  	
  Num.	
  of	
  clauses	
  to	
  Num.	
  of	
  variables	
  :	
  r	
  ∈	
  {1,	
  2,	
  3,	
  4,	
  5}	
  

–  Average	
  probability:	
  p	
  =	
  50	
  %	
  (meaning	
  that	
  each	
  variable	
  or	
  its	
  
negaJon	
  appears	
  in	
  each	
  clause)	
  

•  Environment:	
  8GB,	
  Mac	
  OS	
  X,	
  2.66	
  GHz	
  
•  Time	
  out:	
  60	
  sec	
  	
  	
  

Current	
  system	
  
with	
  Uno’s	
  method	
  

Stage	
  2	
 Stage	
  3	


CompuJng	
  	
  
the	
  bonom	
  theory	
  

ConverJng	
  
the	
  bonom	
  theory	
  

CompuJng	
  	
  
one	
  soluJon	
  

Stage	
  1	




Comparison	
  of	
  two	
  methods	
  on	
  the	
  scalability	


Uno’s	
  method	
  with	
  enum.	
  tree	
 Toda’s	
  method	
  with	
  BDD/ZDD	




Comparison	
  of	
  two	
  methods	
  on	
  the	
  speed	


Uno	
  method	
  (sec)	


Toda	
  method	
  (sec)	


0	
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Stage	
  1	




Bofleneck	
  in	
  our	
  approach	
  	


•  ConverJng	
  the	
  prime	
  CNF	
  and	
  bonom	
  theory	
  into	
  a	
  
new	
  minimal	
  set	
  covering	
  problem	
  [Stage	
  2]	


1

10

100

1000

10000

100000

1000000

10000000

5.0 7.0 9.0 11.0 13.0 15.0 17.0 19.0 21.0 23.0

the	
  prime	
  CNF	
  	


Bofom	
  theory	


Variables	
  num.	


Size	




Current	
  	
  system	
  design	
  with	
  BDD/ZDD	


Input	
  	
  
(family	
  set)	
  	


[HTC-­‐BDD]	


Bofom	
  theory	
  (ZDD)	
 Prime	
  CNF	
  (ZDD)	


[ExporJng]	


	
  (family	
  set)	
  	
 	
  (family	
  set)	
  	


[ExporJng]	


Minimal	
  set	
  covering	
  problem	
  	
  
(family	
  set)	
 [HTC-­‐BDD]	


Output	
  (family	
  set)	
  	




Elabora,ve	
  system	
  design	
  in	
  BDD/ZDD	


Input	
  	
  
(family	
  set)	
  	


[HTC-­‐BDD]	


Bofom	
  theory	
  (ZDD)	
 Prime	
  CNF	
  (ZDD)	


	
  (ZDD)	
  	
 	
  (ZDD)	
  	


Minimal	
  set	
  covering	
  problem	
  	
  
(ZDD)	
 [HTC-­‐BDD]	


Output	
  (family	
  set)	
  	




Ex)	
Recall	
  the	
  previous	
  example	
  (we	
  delete	
  ``	
  x	
  ’’	
  for	
  simplicity	
  )	
  

Prime	
  CNF:	
  	
  	
  	
  	
  	
  
	
   	
   	
  {	
  {-­‐3,	
  -­‐1},	
  {-­‐3,	
  2},	
  {-­‐2,	
  -­‐1},	
  {-­‐2,	
  3},	
  {1,	
  2},	
  {1,	
  3}	
  }	
  

Bofom	
  theory:	
  
{	
  {-­‐3,	
  -­‐2,	
  -­‐1},	
  {-­‐3,	
  -­‐1,	
  2},	
  {-­‐3,	
  1,	
  2	
  },	
  {-­‐2,	
  -­‐1,	
  3},	
  {-­‐2,	
  1,	
  3},	
  {1,	
  2,	
  3}	
  }	
  	


-­‐3	


-­‐2	


-­‐1	
-­‐1	


2	

1	


-­‐2	


-­‐1	


3	

1	


1	


2	


-­‐3	


-­‐1	


2	


-­‐2	


-­‐1	
1	


3	
2	




Prime:	
  	
  	
  	
  {	
  {-­‐3,	
  -­‐1},	
  {-­‐3,	
  2},	
  {-­‐2,	
  -­‐1},	
  {-­‐2,	
  3},	
  {1,	
  2},	
  {1,	
  3}	
  }	
  

Bofom:	
  {	
  {-­‐3,	
  -­‐2,	
  -­‐1},	
  {-­‐3,	
  -­‐1,	
  2},	
  {-­‐3,	
  1,	
  2	
  },	
  {-­‐2,	
  -­‐1,	
  3},	
  {-­‐2,	
  1,	
  3},	
  {1,	
  2,	
  3}	
  }	
  

Problem:	
  {	
  {	
  C1,	
  C3},	
  {C1,	
  C2},	
  {C2,	
  C5},	
  {C3,	
  C4},	
  {C4,	
  C6},	
  {C5,	
  C6}	
  }	
  	


C1	
 C2	
 C3	
 C4	
 C5	
 C6	


C1	


C2	


C3	
C5	


C2	


C4	
C4	
  

C3	


C6	




Prime:	
  	
  	
  	
  {	
  {-­‐3,	
  -­‐1},	
  {-­‐3,	
  2},	
  {-­‐2,	
  -­‐1},	
  {-­‐2,	
  3},	
  {1,	
  2},	
  {1,	
  3}	
  }	
  

Bofom:	
  {	
  {-­‐3,	
  -­‐2,	
  -­‐1},	
  {-­‐3,	
  -­‐1,	
  2},	
  {-­‐3,	
  1,	
  2	
  },	
  {-­‐2,	
  -­‐1,	
  3},	
  {-­‐2,	
  1,	
  3},	
  {1,	
  2,	
  3}	
  }	
  

Problem:	
  {	
  {	
  C1,	
  C3},	
  {C1,	
  C2},	
  {C2,	
  C5},	
  {C3,	
  C4},	
  {C4,	
  C6},	
  {C5,	
  C6}	
  }	
  	


C1	
 C2	
 C3	
 C4	
 C5	
 C6	


{-­‐3,	
  -­‐1}	

pl	
  =	
  {	
  C	
  |	
  C	
  ∈	
  Bofom,	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  {-­‐3,	
  -­‐1}	
  ⊆	
  C}	
  	
  	


ph	
  =	
  {	
  C	
  |	
  C	
  ∈	
  Bofom,	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  {-­‐3,	
  -­‐1}	
  ⊆	
  C}	
  	
  	




C1	
  =	
  {-­‐3,	
  -­‐1}	
  
ph	
  =	
  {	
  C	
  |	
  C	
  ∈	
  Bofom,	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  {-­‐3,	
  -­‐1}	
  ⊆	
  C}	
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1	


1	


2	


ZDD	
  PrimeCNF	
  	
 ZDD	
  BofomTheory	




C1	
  =	
  {-­‐3,	
  -­‐1}	
  
ph	
  =	
  {	
  C	
  |	
  C	
  ∈	
  Bofom,	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  {-­‐3,	
  -­‐1}	
  ⊆	
  C}	
  	
  	


-­‐3	
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2	


-­‐2	


-­‐1	
1	


3	
2	


-­‐3	


-­‐2	


-­‐1	
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2	
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1	
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ZDD	
  PrimeCNF	
  	
 ZDD	
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Conclusion	
  and	
  future	
  work	


•  Non-­‐monotone	
  dualizaJon	
  (NMD)	
  
– Reducing	
  NMD	
  into	
  two	
  MD	
  problems	
  

•  Monotone	
  dualizaJon	
  (MD)	
  

–  	
  Uno’s	
  EnumeraJon	
  tree	
  based	
  method	
  
–  	
  Toda’s	
  BDD/ZDD	
  based	
  method	
  

•  Preliminary	
  comparisons	
  of	
  them	
  in	
  NMD	
  

–	
  	
  Scalability:	
  	
  Toda’s	
  method	
  >>	
  Uno’s	
  method	
  
–	
  	
  Speed:	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  Toda’s	
  method	
  <=	
  Uno’s	
  method	
  

•  Considering	
  a	
  concrete	
  algorithm	
  for	
  converJng	
  the	
  
bonom	
  theory	
  to	
  a	
  MD	
  problem	
  in	
  ZDD	
  

•  	
  	



