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講義内容
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誤差と有効数字 （Slide No.2~8   Text p.76~78）

誤差の分布と標準偏差 （Slide No.9~18   Text p.78~80）

最確値とその誤差 （Slide No.19~25   Text p.80~81）

誤差の伝播 （Slide No.26~32   Text p.81~82）

加重平均とその誤差 （Slide No.33~37   Text p.91）

サイコロ実験 （Slide No.38~50)



誤差と有効数字
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誤差とは何か?

ある物理量を同じ条件の下で何度も測定すると，測定値は常に

同じではなく，図のように平均値（真の値ともいう）のまわりに幅

（これを誤差という）をもって分布する．

この分布は測定を無限回繰り返さないと得られない．

有限回の測定により，どうやってを求めるか?





Text p.76
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誤差とは何か?

真の値がわからない以上，どこまで真の値に近づいたかを明示
する必要がある（誤差の明示の必要性）．

誤差の分類

必然的偶発誤差 – 測定の環境や条件など，数多くの互いの

無関係な微少な揺らぎが積み重なり生じる

過失誤差 – 過失による

統計誤差（不定の事情により偶然起こる誤差）

系統誤差（一定の原因により起こる繰り返し現れる誤差．原因

が分かれば，除去できる）

器械誤差 – 器械の狂いやゼロ点の未調整による

個人誤差 – 測定者の癖（多めに読むなど）による

理論誤差 – 理論の近似が悪かったり，理論が誤っている場合

Text p.76
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有効数字

測定量が，

の区間内に得られる場合を考える
（最確値 とその誤差 は後述）．

によって，有効数字の桁数が決まる．通常， を1桁また
は2桁とる．

例

物理量には単位をつける

Text p.76~77
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有効数字：近似計算

一般に，最小目盛りの1/10まで目分量で読む（判定する）．

1 mm目盛りの物差しで横と縦を測り，その面積を求めたい．

横A = 23.6 mm

縦B = 18.7 mm

面積：

面積の計算値には， 程度の（最大）誤差がある．
よって，誤差が出始めた441.32の1位の桁が少し怪しい．

0.1位以下の桁は信頼できない．
このとき，面積は，441mm2（有効数字は3桁）と表現する（誤差
が出始めた桁は有効とする）．

Text p.77
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有効数字：近似計算

第1則 計算結果の有効数字の桁数

和と差の場合，最後の桁が最も高いものの
最後の桁に揃える．

積と商の場合，計算のもとである測定値の
桁数のうち，最も少ないものに等しくとる．

1.23
0.345
0.885
0.89

-

1.23
0.45
0.5535

×
第2則 計算に使う定数の桁数は，測定値の桁数よ

りも1つ多くとる．

電卓に組み込まれている定数（円周率や自
然対数など）は，そのまま使ってよい．

第3則 計算途中の桁数は，測定値の有効桁数より1桁多くとる．

ただし，同一測定を数回繰り返す場合は，最小二乗法で誤差を
求め，第1則から第3則よりもさらに1桁多くとる．

Text p.78



誤差の分布と標準偏差
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誤差の分布
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誤差の定義

（i番目の誤差）＝（i番目の測定値）－（真の値）

一般に，測定の読み取り可能な精度が値のバラツキよりも十

分に小さければ，測定の回数を増やすことで測定値xは，ある

連続的な確率密度f(x)で分布すると見なせる．

測定値xが真の値XのまわりへのバラツキはXそのものの値に

は鈍感で，誤差のみの関数として表すことができる．

誤差がε～ ε+dεの間にある確率が f() dε

確率密度関数

Text p.78



確率密度関数の性質
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要請1

要請2

要請3

小さい誤差は大きい誤差より起こり易い

誤差は無限大にはならない

同じ大きさの正負の誤差は同じ頻度で起こる

誤差の規格化条件

確率の総和は1となる

Text p.79



正規分布
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3つの要請は満足するが，それ以外に誤差分布に関する知識
はない‥

正規（ガウス）分布

ところで，とは何か? 誤差は正規分布に従うと仮定する

Text p.79



平均二乗誤差と標準偏差
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の平均値 を求める

標準偏差

個々の測定値が含む真の値X
からのズレの度合いを示す

Text p.80 +補足4



計算過程の補足
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Text p.86  補足4



正規分布関数の性質
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が大きい（小さい）と誤差が
大きく（小さく）なる

 

誤差がからの間にある確率がである．

x真の値 xの確率がである（xは測定値）．

Text p.86  補足5



中心極限定理
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n個の独立な測定xi（i=1,2,・・・,n）が平均，標準偏差の分布
に従っていると仮定する．

中心極限定理

nを増やした場合，測定値の平均

は平均，標準偏差 の正規分布に近づく．

個々の測定値の分布（母集団の分布）は，正規分布でなくても

よい．

Text p.79~80



二項分布
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n個の独立な試行を行ったとき，k回成功する確率p

nを増やした場合，二項分布は平均X=np，標準偏差

の正規分布に近づく．

平均値：

標準偏差：

1回あたりの成功確率がpであり，
その試行回数がnならば，平均
的にnp回の成功が生じる

二項分布のガウス近似

中心極限定理



二項分布
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中心極限定理

nを増やすと正規分布に近づく



最確値とその誤差
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最確値とその誤差

誤差論 2011年度前期 火曜クラス 20

標準偏差

xi: i番目の測定値

X: 真の値

真の値がわかれば，
誤差を計算できる

最確値（尤も確からしい値）を求めるには?

測定値xi (i=1,2,3,・・・,n)は互いに独立

真の値X

xiの測定値を得る確率は，f(xi)

Text p.80



最確値とその誤差
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有限回の測定による真の値の推定値とその誤差の程度は?

（x1, x2, ・・・, xn）の一組の測定値を得る確率P

確率Pを最大にするXの値が最も確からしい値と考える

を最小にするXが最も確からしい値

最確値

Text p.80



最確値を求める
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極値

算術平均値

接線の傾きゼロ

最確値Xm

Text p.80



最確値に含まれる誤差
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個々の測定値（xi, i=1,2, ・・・, n）の標準偏差から平均値Xmの

標準偏差mを計算（誤差伝播則）

各iは単一測定での標準偏差：

測定回数を増やせば， 平均値Xmの誤差は
に比例して小さくなる

Text p.80~81



ところが・・・
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xi: i番目の測定値

X: 真の値

真の値はわからない

真の値Xの代わりに平均値Xmを使う

n回の測定を足し合わせて平均をとる

Text p.81 + 補足6



最確値とその誤差
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連立方程式

個々の測定値の誤差 平均値の誤差m

Text p.81



誤差の伝播
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間接測定と誤差伝播
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D

h

直径D=18.65±0.13 mm，高さh=24.36±0.25 mmの円筒の体積Vを

求めよ．

例題

体積Vの誤差はどうなるか?

直径Dと高さhの誤差が体積Vへどのように伝播するか?



誤差の伝播

誤差論 2011年度前期 火曜クラス 28

物理量X，Y，Z，・・・の1回の測定値を，x，y，z，・・・，とし，
対応する物理量Wの値をwとする．

各物理量の真の値（実質的には，平均値）をXm，Ym，Zm， Wm， ・・・
それぞれの誤差を，x， y， z， w， ・・・，とする．

大きい誤差の頻度は少ない（要請1と2）ため，Taylor展開を利用

Text p.81



誤差の伝播
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両辺を二乗する．

n回測定して総和を取り，平均する．

Text p.87 補足8

=0

誤差伝播の法則



誤差の伝播
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平均値とその誤差（Xm±mx，Ym±mx ）が求まったとき，

求めるべきWmの最確値（平均値）は，

の関係式で計算する．

平均値Wmの誤差mw

物理量W

Text p.82



誤差の伝播
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D

h

直径D=18.65±0.13 mm，高さh=24.36±0.25 mmの円筒の体積Vを

求めよ．

例題

（平均値）±（平均値の誤差）の表現は?



誤差の伝播
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体積の平均値

平均値の誤差

一般に，誤差の桁数は2桁とする．

平均値は誤差の最下位桁までを書く．

66.546・・・×102

1.2 ・・・×102±

円筒の体積

単位を忘れないこと



加重平均とその誤差
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加重（異重）平均
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方法や実験グループが異なることで，

のように，多数の結果があるとき，（1つにまとめた）

最終的な結果， をどのようにして求めるか?

それぞれの実験結果にそれぞれの信頼性を反映した重みを

つけて，加重平均をとる．

誤差の小さい実験値ほど重視し，誤差の大きい実験値は軽

視することで，重みをつけて平均をとる．

加重平均 加重平均の誤差

Text p.91



加重（異重）平均
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確率密度関数

g: 測定値

G: 真の値

（g1 ±1, g2 ±2, ・・・, gn ±n ）の一組の測定値を得る確率P

確率Pを最大にするGの値が最も確からしい値と考える

を最小にするGが最も確からしい値

Text p.91



加重（異重）平均
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極値

加重平均値g0

iの二乗の逆数で重みをつけて平均

Text p.91



加重（異重）平均の誤差
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加重平均値の誤差0

誤差伝播則を用いる

それぞれの測定の誤差は重み
の逆数の平方根に等しい

Text p.91


